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xي چـون در بــازه  0 fبـه تــابع ثابــت  ،تــابع1 (x)  تبــدیل 0

)شود  می x [x] )   0 1 شمار بنابراین در همین بازه تابع بی      0
.مشتق در تمامی نقاط آن صفر استازیربحرانی دارد ينقطه
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xيبا توجه به اینکه تغییرات تابع در اطـراف نقطـه            احـساس   0

xشود، کافی است ببینـیم بـه ازاي         می 0   وx 0   مقـادیر
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بـودن  1یـا  1(ق حـد  براي تشخیص جـواب دقی ـ  :نکته
xيکافی است براي محاسبه   ) تابع 0   را بـه جـاي       1/0عددx

xيبگــذاریم و بــراي محاســبه 0 را بــه جــاي -1/0عــدددx

.ترشود یا کمبیشتر می1ز بگذاریم و ببینیم جواب تابع مقداري ا
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چون قبل از صفر تقعر منحنی رو به بالا و بعـد از نقطـه صـفر تقعـر         
xمنحنی رو به پایین است   .عطف منحنی استينقطه0
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سبی کافی است از تابع مشتق بگیریم و        براي یافتن نقاط اکسترمم ن    

:مشتق را تعیین علامت کنیم
f (x) sin x sin x sin x cos x sin x        2 2 2 0 4 2 0

sin x x
sin x( cos x )

cos x x x

  
    

    

0 0
2 2 1 0 1

2 3 3

)2(يگزینه. 5
ابتدا با تعیین علامت عبـارت داخـل قـدرمطلق، تـابع داده شـده را                

:منویسیاي میصورت یک تابع چند ضابطهبه
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xتابع در   1ناپذیر و در نتیجه بحرانی استمشتق.
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باید مشتق تـابع    ) maxو   min(دانیم براي یافتن نقاط اکسترمم      می
.را برابر صفر قرار دهیم

f (x) x x   26 6 0
x y m A( , m)

x(x )
x y m B( , m )

  
  

      
0 0

6 1 0
1 1 1 1

yاز خط Bو Aيفاصله  .دهیمرا با هم برابر قرار می2
| m | | m |    2 1 2

m m

m m m m

      


       

2 1 2 1
32 1 2 3
2

)2(يگزینه. 9
:براي بررسی تقعر منحنی کافی است مشتق دوم را تعیین علامت کنیم
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xy xe
x x xy e xe ( x)e    1

yدر توابع اکیداً صعودي   :است، پس داریم0
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.شوندرا شامل می) - 1(تر از ها کوچکهاي دیگر محدودهيگزینه

y

 


    

0
3 3

0 0 0

minنسبیmaxنسبیminنسبی

minنسبی
mبی

یا

یا

غ ق ق



2
)3(يگزینه. 11

هاي صعودي یا نزولی بودن تابع کافی است مـشتق          براي تعیین بازه  
.تابع را تعیین علامت کنیم
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.شود، نقطه عطف استچون جهت تقعر عوض می
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کـافی اسـت   . یکـسان اسـت  maxو minفاصله نقطه عطف از نقاط    
.شکل بکشیم و این نقاط را تعیین کنیم
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استنزولی
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جهت تقعر است همواره     يکنندهیعنی مشتق دوم که همواره تعیین     

.مثبت است
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عطف مماس بر منحنـی از منحنـی عبـور         يدر نقطه  :نکته

x. کندمی 1عطف استيطول نقطه.
y ( ) 1 0
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:شوندنقاط بحرانی به دو دسته تقسیم می
.ر استناپذیها مشتقنقاطی که تابع در آن-1
.ها صفر استنقاطی که مشتق تابع در آن-2

اکسترمم نسبی باشـد امـا مـشتق در آن صـفر             يممکن است نقطه  
حالـت بـالا را   2ماً یکی از اکسترمم نسبی حتينباشد ولی هر نقطه   

.بحرانی استيداراست بنابراین نقطه
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دهیم، براي تعیین نقاطی کـه   صورت را مساوي صفر قرار می      باریک
مخـرج را برابـر صـفر قـرار          ها برابر صفر است و یکبـار      مشتق در آن  

ناپذیر است زیرا ها مشتقعیین نقاطی که تابع در آن براي ت  دهیم،می
.انددسته2نقاط بحرانی 

.ها برابر صفر استنقاطی که مشتق در آن-1
.ها وجود نداردنقاطی که مشتق در آن-2
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xي طهبا توجه به شکل مجانب مایل از نق        
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ا کند، ابتـد عبور می

آوردن  بـه دسـت   دانیم براي   آوریم و می  می به دست مجانب مایل را    
:کنیممجانب مایل صورت را به مخرج تقسیم می
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:بت استمثاز طرفی مجانب قائم 
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xيدو نقطه در  با توجه به شکل       xو 0  مـشتق تـابع برابـر    4

.صفر است
y ax bx  23 2
x y  0 0
x y a b a b        14 48 8 0 6 0 

عطف دارد زیرا جهت تقعر یکبار يو با توجه به شکل تابع یک نقطه       
.هم مثبت است)ریشه(xریشه دارد و y1عوض شده بنابراین 
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کند و هـم    اکسترمم نسبی هم در خود تابع صدق می        :نکته
.کندابع صدق میدر هوپیتال ت
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:بررسی شده  x 1ابتدا و انتهاي بازه
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   تر از صفر باشد زیرا باید صورت ریـشه داشـته           صورت باید بزرگ
.به ازاي آن ریشه صفر شودyباشد تا 
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رأس سهمی و نقاط     يبهترین روش رسم منحنی است که به وسیله       
xد  برخور x2 کنـیم و سـپس     با محورها این تـابع را رسـم مـی          2

.کنیمقدرمطلق آن را رسم می
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هاxنقاط برخورد با 
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مضاعف دارديریشه
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هاي نسبی کافی است از منحنی مشتق بگیریم        براي یافتن اکسترمم  
.و مشتق را تعیین علامت کنیم
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nfدر تابع به فرم   :نکتـه  (x) (x ) g(x)  2 1 ،x  

عطــــف تــــابع اســــت بنــــابراین در تــــابع يطــــول نقطــــه
f (x) (x a) x  3 ــشه2 ــارت ری x)ي عب a)ي طــول نقطــه

.باشدعطف تابع می
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y x x x    3 2 4

( )( )
y x x

a

                 
2 4 4 3 1 8 0

3 2 1 0
3 0

همواره منفیهمواره نزولی 
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y sin x cos x cos x cos x( sin x )    2 2 1

yهمواره   0
).2(يگزینهبنابراین تابع همواره صعودي است یعنی 
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y sin x y sin x cos x sin x    2 2 2 0

x x

x x

  
  
  

2 0 0

2
2

x

x sin x



 

   

0
2

0 2 2 0
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xتابع در  1 وx  :پذیر نیست زیرامشتق0

f (x) x | x | 3 1
x 1)دار و زاویــهينقطــه) ریــشه ســاده درون قــدرمطلقx  0
این دو نقطه نقاط بحرانی تابع      . ناپذیر تابع است  عطف مشتق  ينقطه

.شوندمحسوب می
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y (x ) (x )   31 3 1
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) f (x ) g(x )

) f (x ) g (x )


  

0 0

0 0

1
2

x
y y m ((x ) ) (x ) m


         

12 2
1 2 1 3 2 1 3

»3«آزمون جامع
)1(يگزینه. 1

.کنیم که مشتق در چه نقاطی برابر صفر استررسی میابتدا ب
x x x x

f (x)
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.پذیر نیستیابیم که تابع در آن نقاط مشتقسپس نقاطی را می

xتابع در این نقطه پیوسته نیست
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مرزيينقطه

xبحرانی ينقطه  پذیر هم نیست مشتقدر این نقطه0
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f (x) x x x , x

f (x) x x

x , x

       

    
   

2

3 2

0 3 6 0 0 2
3 4 0

1 2
نقاط بحرانی

xهاي  دقت کنید براي یافتن ریشه     x  3 23 4 از راه عـددهی    0
x  1  هـاي دیگـر عبـارت را بـر     ن ریـشه  یابیم و براي یـافت    را می

x 1کنیمتقسیم می.
x 1x x 3 23 4

x x (x ) x      2 24 4 2 0 2x x 3 2

x 24 4
x x24 4 

x 4 4
x 4 4

0
)ي  بحرانی تابع روي بازه    يبنابراین تنها نقطه   , )1 2  ،x  است  0

:و داریم

xبنابراین   .تابع استmaxنقطه 0

)4(يگزینه. 3
:نهایت خواهیم داشتارزي تابع رادیکالی در بیبا توجه به هم

b
f (x) ax | x |  

2
b

x f (x) (a )x

b
x f (x) (a )x
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xبا توجه به اینکه وقتی   ،مجانب افقیy  :داریم0
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y (a )x
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بنـابراین  از طرفی با توجه شکل، عرض از مبدأ منحنی مثبت اسـت           

c  .است0
)1(يگزینه. 4

مختـصات بگـذرد بایـد تـابع دو     يبراي اینکه منحنی از چهار ناحیه 
.منفی باشدها ضرب ریشهریشه داشته باشد و حاصل

y (m )x x   22 2 1
: (m )     0 4 4 2 دو ریشه داشته باشد0

m   11 
c

m
a m
     


10 0 2 2

2
هاضرب ریشهحاصل

: m  1 2 2 
)4(يگزینه. 5

.بهترین روش با توجه به توابع داده شده رسم است
minی نسبx 1
min نسبی و مطلقx  0

)1(يگزینه. 6
y x x x , x      23 6 0 0 2

y ax bx y c c b      10 
y ax bx y c c a b        2 4 4 2

c a b    22 4 
b a b a a          1 2 2 4 2 4 2 

)2(يگزینه. 7
.چون مشتق تابع همواره مثبت است، تابع ضروري است

gصعودي است g(x)تابع  (x) x   23 1 0
ترین کافی اسـت بیـش     gofتابع   maxآوردن   به دست بنابراین براي   

xرا به ازاي fمقدار  1ر تابع محاسبه کرده و دgقرار دهیم:
f (x) x x      23 3 0 1
f ( )

f ( ) m(g(f (x))) g(f ( ))
f ( )

 
     

 
1 2

1 2 1
1 2
g( ) 2 10

x

y

y

  
0
0

maxنسبی minنسبی

y   
0 2
0 0

مضاعف دارديریشه
ساده دارديریشه

مشتق
مشتق

تعریف نشده
 



6
)4(يگزینه. 8

y x x x(x ) x , x          3 24 12 0 4 3 0 0 3

xنسبی maxيقطهن , y A( , )   0 5 0 5
y x x      212 12 0 1

xعطف ينقطه  1
 

  
1 1
0 0

  

)Bنقاط عطف  , ) c( , )1 0 1 0

| AB | ( ) ( )    2 21 0 0 5 26

| AC | ( ) ( )     2 21 0 0 5 26
)3(يگزینه. 9

f (x) x x x    3 24 4 8 0
x

x(x x )
x , x


  

  
2 0

4 2 0
1 2

xنسبی minيول نقطهط , x  2 1
xنسبی maxيطول نقطه  0

)3(يگزینه. 10
x x x y x x

y x x
y

x x x y x x

y x x

     


      
      

       

3 2 2

3 2 2

3 3 3 6
6 6 0 1

3 3 3 6
6 6 0 1

xمرزي   ينقطه  بایـد در نظـر      yرا نیز براي تعیین علامـت        3
.بگیریم

max(b a)   3 1 2y   
1 3

  
)4(يگزینه. 11

xتابع در این بازه صعودي است  x f (x ) f (x )  1 2 1 2

x x x
f (x) x

( x ) ( x )

         
 

2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 0 1

1 1

)ي بنابراین تابع در بازه , )1 .صعودي است1
)3(يگزینه. 12

درون قــدرمطلق يســادهيتــابع قــدرمطلق در ریــشه:نکتــه
).شونددار تابع محسوب میاین نقاط جزء نقاط زاویه(پذیر نیست مشتق

x x    2 1 0 1

نمـودار   پذیر نیست ولی با توجـه بـه       بنابراین تابع در این بازه مشتق     
]ي  تابع، تابع در بازه    , ]2 xنـیمم مطلـق دارد و نقـاط       می 2 1 و

x  1 نقاطminاندمطلق تابع.

)1(يگزینه. 13
با توجه به تابع، بهترین راه رسم منحنی است بنـابراین تـابع نقطـه                

xعطف ندارد و   .مطلق تابع استو نسبی minينقطه0

)4(يگزینه. 14
)وشـود عطـف عـوض مـی      يانحناي تابع در نقطه    , )1 ينقطـه 2

.عطف تابع است
f ( )

f ( )

 
   

1 2
1 0

f (x) ax bx c f (x) ax bx     4 2 34 2
f (x) ax b  212 2

f ( )

a b a b

  
     

1 0
112 2 0 6 0 

f ( ) a b c    1 2 2
: x , y  0 .قطع کند-3اي به عرض ها را در نقطهyمنحنی محور 3

c a b     23 5 3 
a b

, a a b
a b

 
         

6 01 3 5 5 1 6
5

 

a b c ( ) ( )          5 5 5 1 5 6 3 5 30 3 22
)3(يگزینه. 15
)ينقطه) 1 , )2 )و 0 , )0 .کنددر مجانب مایل تابع صدق می2
)ينقطه) 2 , )1 0minمطلق تابع است.

f ( ) 1 0
f ( ) 1 0

3 (x  .مجانب قائم منحنی است0
c  10 )3بهبا توجه

b c
f ( ) b c

b

 
      


11 0 0 1 2با توجه به (0

b c   1 2
.کندتابع هم صدق میHopگونه توابع اکسترمم در و ضمناً در این

x b
: y

b





هوپیتال2

x , y b    1 0 2 0
b c   22 1

x x
y

b x

 




2 2 1

minنسبیmaxنسبیminنسبی

y


    

3 0 3
0 0 0


   

2 0 1
0 0 0

 
  

1 1
0 0

غ ق ق
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b xx x 2 2 1با توجه به (مجانب مایل1

x
b b


 
1 2

x2

x2
x2

1
( , )y x b

b b b
       

  
0 21 2 22 1

b c b c          2 1 1 0 0
)4(يگزینه. 16

xsin x
y y

( cos x)
   

 2
2 0

1 2

x  .نسبی تابع استminينقطه0

)1(يگزینه. 17
f (x) tan x cot x tan x cot x      2 2 2 21 1
f (x) tan x cot x tan x cot x        2 2 2 21 1 2 0

f (x)             همواره مثبت است بنابراین جهت تقعر تـابع همـواره روبـه
.بالاست

)2(يگزینه. 18
y (x ) (x )  31 1
y (x ) (x ) (x ) (x ) ( x x )          2 3 23 1 1 1 1 3 3 1

(x ) ( x ) x x


      2 11 4 2 0 1
2

y



   

1 1
2
0 0

xي بنابراین در بازه



1
2

.نزولی است
)3(يگزینه. 19

f (x) x x x (x )      3 2 212 12 0 12 1 0
x , x  0 1

f ( )

f ( ) min

f ( ) max

f ( )


   

     
  

0 0
1 1 1

16 1 15
1 7 16

2 48 32 16
)4(يگزینه. 20

x x
f (x) x x

x x

       
2 1 3 2
3 3

3 3
5 10 5 10 5 10
3 3 3 3 3

x x

x x

     


    
3 2

0 5 10 0 2

0 3 0 0
ینقاط بحران

دانیم که نقاط ابتدا و انتهاي بازه جزء نقاط بحرانی تابع محسوب            می
xشوند پس این تابع فقط در نمی  .بحرانی است0

بنابراین

مطلق
مطلق

صورت کسر

ج کسررمخ

y  
0


